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Re´sume´ :
On s’inte´resse a` le´tat limite plastique sous chargement hydrostatique d’une sphe´re creuse ayant une
matrice de Drucker-Prager. Il y a deux re´gimes plastiques possibles correspondant respectivement a`
la traction et la compression. Pour le cas associe´ (angle de dilatance e´gal a` l’angle de frottement), la
ruine est comple`te (sphe`re entie`rement plastifie´e) avec un seul re´gime. Pour les cas non associe´s, on
envisage des solutions moins re´gulie`res (ruine partielle et changement de re´gime). On montre en fait
que la ruine doit eˆtre comple`te et ne peut comporter qu’un seul re´gime. L’e´tat limite ne de´pend donc
pas de la valeur de l’angle de dilatance. Ce re´sultat est confirme´ par des simulations nume´riques.
Abstract :
The paper is devoted to the determination of plastic limit state of a hollow sphere with a Drucker-
Prager matrix and subjected to hydostatic loading. There are two possible plastic regimes corresponding
respectively to the tensile and compressive stresses. For the associated case (dilatancy angle equal to the
friction angle), the collapse is complete (the whole sphere is plastified) with a unique regime. For the
non associated cases, we consider weaker solutions (partial collapse and regime change). Nevertheless,
we show the collapse is complete and exhibits a single regime. Consequently, the collapse stress field
and the limit load do not depend on the value of the dilatancy angle. This theoretical result is confirmed
by numerical simulations.
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1 Introduction
La pre´sente e´tude doit eˆtre conside´re´e comme une premie`re e´tape pour proposer un mode`le macrosco-
pique plastique pour les milieux poreux de type Drucker-Prager non associe´ en utilisant les techniques
d’homoge´ne´isation. Dans un article ce´le`bre de 1977 traitant des milieux poreux ductiles, Gurson a
propose´ une approche par borne supe´rieure du proble`me d’analyse limite d’une sphe`re creuse et d’un
cylindre creux dont la matrice est de type Von-Mises. Plusieurs extensions du mode`le de Gurson ont
e´te´ propose´es dans la litte´rature pour prendre en compte la compressibilite´ plastique de la matrice
([12] [1] et [13]) pour des applications aux polyme`res et aux ge´omate´riaux cohe´sifs. Dans [17], il a e´te´
re´cemment e´tabli une solution analytique comple`te du proble`me d’une sphe`re creuse constitue´e d’un
mate´riau de Drucker-Prager associe´ et soumise a` une pression exte´rieure. La pre´sente e´tude consiste a`
re´soudre le meˆme type de proble`me avec une loi non associe´e. Il convient de souligner que l’e´tude des
milieux poreux ductiles avec matrice plastique non associe´ a rec¸u peut d’attention dans la litte´rature,
excepte´ dans [13].
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Dans l’esprit des travaux de Gurson, on souhaite construire un champ de vitesse test pour l’approche
d’homoge´ne´isation en ajoutant des termes line´aires au champ exact pour un chargement hydrostatique.
Le but de la pre´sente e´tude est de de´terminer ce champ. En analyse limite, les solution les plus simples
sont lisses avec un re´gime plastique unique dans toute la sphe`re. Cependant, on peut s’attendre en
ge´ne´ral a` ce que la solution a` l’e´tat limite fasse intervenir des discontinuite´s du champ de contrainte
compatibles avec les principes de la me´canique des milieux continus ([4] et [16]). En particulier, la ruine
peut eˆtre incomple`te et/ou pre´senter des re´gimes distincts sur plusieurs sous-domaines. Pour le mode`le
de Drucker-Prager non associe´, le champ de contrainte a` la ruine est statiquement et plastiquement
admissible. De plus, la charge limite pour le mode`le non associe´ minore a priori celle du mode`le
associe´ correspondant (c.a.d. avec la loi de normalite´ et le meˆme angle de frottement). Bien qu’a` ce
jour les solutions exactes ne soient pas connues pour ce type de proble`me, les simulations nume´riques
montrent que dans les applications a` la me´canique des sols (capacite´ portante d’un massif, stabilite´
des fondations et des tunnels), la charge limite dans les cas non associe´s est infe´rieure a` celle du cas
associe´ correspondant ([5], et [10]). Dans le proble`me de la sphe`re creuse, nous conside´rons le cas de
solutions faibles avec discontinuite´s mais nous concluons a` l’impossibilite´ de ruine incomple`te et de
plus d’un re´gime plastique. La conse´quence paradoxale est que la charge limite n’est pas sensible a` la
valeur de l’angle de dilatance.
2 Formulation du proble`me
Dans cette section, nous e´tudions une sphe`re creuse comportant une cavite´ sphe´rique concentrique et
faite d’un mate´riau rigide parfaitement plastique, homoge`ne et isotrope, de type Drucker-Prager non
associe´. Les rayons interne et externe sont respectivement note´s a et b avec une fraction de volumique
de vide f = (a/b)3 < 1. Cette sphe`re est soumise sur sa surface exte´rieure une pression uniforme
q. Pour des raisons de syme´trie, on travaille en coordonne´es sphe´rique (r, θ, ϕ) et tous les champs
de´pendent uniquement de r. Les composantes vθ et vϕ du champ de vitesse sont nulles. Les seules
composantes non nulles du tenseur de vitesse de de´formation d sont donne´es en fonction de la vitesse
radiale vr par :
drr =
dvr
dr
, dθθ = dϕϕ =
vr
r
. (1)
Il n’y a pas ici de conditions aux limites cine´matiques a` ve´rifier mais le champ de vitesse doit eˆtre
partout continu. Le tenseur des contraintes σ a trois composantes non nulles, σrr, σθθ = σϕϕ. En
l’absence de forces volumiques, il satisfait l’e´quation d’e´quilibre unique :
dσrr
dr
+ 2
σrr − σθθ
r
= 0 , (2)
avec les conditions aux limites statiques :
σrr(a) = 0, σrr(b) = q . (3)
En accord avec la me´canique des milieux continus, certaines discontinuite´s de σθθ et σϕϕ peuvent se
produire lorsque r varie, mais la contrainte radiale σrr(r) doit eˆtre partout continue. On conside`re le
mode`le de Drucker-Prager avec le crite`re de rupture :
F (σ) = σe + 3ασm − σ0 = 0 , (4)
ou` σe est la contrainte e´quivalente de Von Mises, σm la contrainte moyenne, σ0 > 0 la cohe´sion du
mate´riau et α le facteur de sensibilite´ a` la pression lie´ a` l’angle de frottement φ par : tan φ = 3α . La
loi d’e´coulement non associe´e et le potentiel plastique sont donne´s par :
d = λ
∂G
∂σ
, G(σ) = σe + 3βσm − σ0 , (5)
ou` β de´pend de l’angle de dilatance ψ par : tan ψ = 3β . Le multiplicateur plastique doit eˆtre positif
ou nul :
λ ≥ 0 (6)
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Dans le cas ou` ψ = φ, donc F = G, on retrouve la loi de normalite´ et le mode`le de plasticite´ est
associe´. Nous pouvons donc supposer que :
0 ≤ β ≤ α < 1
2
, (7)
Sans perte de ge´ne´ralite´, on a donc 0 ≤ ψ ≤ φ < 56◦18′. En pratique, ces conditions sont remplies par
les ge´omate´riaux et d’autres mate´riaux dilatants sensibles a` la pression. Des donne´es expe´rimentales
peuvent eˆtre trouve´es dans [8] pour les polyme`res, les aciers a` haute re´sistance et l’aluminium.
3 Etat limite plastique
La contrainte e´quivalente et la contrainte moyenne s’expriment respectivement :
σe =
1√
2
√
(σrr − σθθ)2 + (σθθ − σϕϕ)2 + (σϕϕ − σrr)2 , σm = 1
3
(σrr + σθθ + σϕϕ) . (8)
La loi d’e´coulement (5) prend la forme :
drr = λ
(
β +
1
2σe
(2σrr − σθθ − σϕϕ)
)
, dθθ = λ
(
β +
1
2σe
(2σθθ − σϕϕ − σrr)
)
.
En raison de σθθ = σϕϕ, la contrainte e´quivalente se re´duite a` :
σe =| σrr − σθθ |= (σθθ − σrr) , (9)
Pour distinguer les re´gimes plastiques, on convient que  = +1 si σrr ≤ σθθ et  = −1 si σθθ ≤ σrr. Vu
l’e´quation (9) et σθθ = σϕϕ, on obtient :
drr = λ(β − ), dθθ = dϕϕ = λ
(
β +

2
)
. (10)
Eliminant la vitesse entre les relations (1), il vient :
drr =
d
dr
(rdθθ) .
Eliminant les composantes de la vitesse de de´formation entre les relations pre´ce´dentes, il vient :
dλ
dr
+
3λ
sr
= 0 ,
ou` nous posons par commodite´ s = 1 + 2β. La solution ge´ne´rale est :
λ(r) = λr
− 3
s . (11)
Combinant les e´quations (1) et (10) conduit a` :
vr(r) = Kr
1− 3
s , K =
(
β +

2
)
λ . (12)
En supposant qu’il existe dans des sous-domaines voisins des re´gimes plastiques distincts correspondant
respectivement a`  et −, la continuite´ du champ de vitesse a` l’interface de rayon r0 entraˆıne :
K− = Kr
−3( 1
s
− 1
s−
)
0
Donc, en the´ore`me de l’analyse limite pour les mate´riaux non-standards ([16]), la contrainte limite
par l’approche cine´matique est :
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qc =
1
4pib2 · vr(b)
[∫ r0
a
d : σdr +
∫ b
r0
d : σdr
]
Combinant cette equation avec (8) et (10), et en tenant compte des (11) et (12), on peut obtenir :
qc = H
(
1−
(r0
b
)3γ · ( a
r0
)3γ−)
. (13)
ou` γ = 2α/(2α+ ) et H = σ0/3α = σ0/tan φ > 0.
Nous pre´sentons ensuite la solution statique correspondante. Vu (8), (9) et une fois de plus σθθ = σϕϕ,
le crite`re de rupture est :
2(σθθ − σrr) = 3γ(H − σrr) , (14)
Combinant (2) et (14) conduit a` :
σrr(r) = H + C · r−3γ .
ou` C est une constante d’inte´gration. Conside´rant que la contrainte radiale est continue a` l’interface
de rayon r0, le champ de contrainte et la contrainte limite satisfaisant la condition aux limites (3) sont
respectivement :
σrr(r) = H
(
1−
(r0
r
)3γ · ( a
r0
)3γ−)
, qs = H
(
1−
(r0
b
)3γ · ( a
r0
)3γ−)
. (15)
Nous pouvons constater que qc = qs, et qc ne de´pend pas de l’angle de dilatation. Ensuite nous
discutons l’existence de solutions avec discontinuite´s de la contrainte tangentielle :
– En supposant que K et K− sont donc de meˆmes signes. En raison de la positivite´ du multiplicateur
plastique et (7), λ = K/
(
β + 2
)
et λ− = K−/
(
β − 2
)
sont de signes oppose´s, ce qui est absurde
parce que d’apre`s la formule (11), la condition (6) serait viole´e dans un de ces re´gimes. A l’e´tat
limite, aucun changement de re´gime n’est donc permis.
– Enfin, nous supposons que la ruine n’est pas comple`te. Le champ de multiplicateur plastique est
identiquement nul dans un sous-domaine non plastifie´, donc le champ de vitesse aussi a` cause de (11)
et (12). Supposer l’existence d’un sous-domaine plastique voisin est absurde parce que la continuite´
du champ du vitesse a` l’interface entraˆınerait sa nullite´ partout. La ruine doit donc eˆtre comple`te.
Finalement, On peut affirmer que r0 = a. La solution analytique est alors :
σrr(r) = H
(
1−
(a
r
)3γ)
, q = H(1− fγ) . (16)
Et on peut ve´rifier que γ, σrr et q ont le meˆme signe . La charge limite et le champ de contrainte ne
de´pendent pas de l’angle de dilatance et sont identiques a` ceux du cas associe´ avec le meˆme angle de
frottement, pre´ce´demment obtenu dans [17]. Seul le me´canisme de ruine de´pend de l’angle de dilatance.
Cette insensibilite´ de la charge limite a` l’angle de dilatance est en accord avec le mode`le re´cemment
propose´ dans [13].
4 Simulations nume´riques et comparaison
Dans cette section, on compare la solution analytique de la section 3 aux re´sultats nume´riques obtenus
par la Me´thode des Ele´ments Finis (MEF). Adoptant le mode`le e´lastoplastique en petites de´formations
et tirant profit des syme´tries ge´ome´triques, a` l’aide du logiciel MEF-2D, seul un quart de la sphe`re
creuse est e´tudie´ en axisyme´trique. Le de´placement radial est bloque´ sur les plans de syme´tries, et
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un de´placement radial uniforme est applique´ sur la paroi exte´rieure, la paroi inte´rieure e´tant libre de
contrainte.
Nous de´finissons tout d’abord comme calcul de re´fe´rence le cas 1 (loi associe´e) dont les parame`tres
sont : a = 0.585m, b = 1m (f ≈ 0.2002), φ = ψ = 30◦, E = 500Mpa, ν = 0.2 et σ0 = 1Mpa. Les
porosite´s de l’ordre de 0.2 se justifient par le fait que nous visons principalement des application en
geome´canique. Afin de ve´rifier la pre´cision du mode`le propose´ dans le cas non associe´, deux autre
calculs (cas 2 et 3) sont effectue´s avec deux valeurs diffe´rentes de ψ (15◦ et 0◦) pour ge´ne´rer d’autres
cas, tant en compression (C.) qu’en traction (T.). Enfin, le cas 4 et 5 sont re´alise´s afin d’e´valuer la
sensibilite´ du mode`le propose´ a` la porosite´. Les re´sultats sont pre´sente´s dans la Table.1.
Table 1 – Re´sultats des simulations
cas ψ f the´or.a(Mpa) nume´r.b(Mpa) Erreur
C. T. C. T. C. T.
cas de re´fe´rence (cas associe´)
1 30◦ 0.2002 -3.007 0.6244 -3.041 0.6183 1.13% 0.98%
cas non associe´s
2 15◦ 0.2002 -3.007 0.6244 -2.995 0.6184 0.40% 0.96%
3 0◦ 0.2002 -3.007 0.6244 -2.980 0.6185 0.90% 0.94%
influence de la porosite´
4 30◦ 0.3008 -1.941 0.4917 -1.927 0.4982 0.72% 1.32%
5 15◦ 0.3008 -1.941 0.4917 -1.925 0.4951 0.82% 0.69%
a Re´sultat analytique de la section 3.
b Re´sultat nume´rique par e´le´ments finis.
Dans le cas 1, On observe une concordance remarquable entre les valeurs the´oriques e´tablies a` la section
3 et dans [17] et celles obtenues par e´le´ments finis sous charges de compression et de tension. En les
comparant avec le cas 4, nous constatons que la charge limite diminue lorsque la porosite´ augmente
On constate e´galement une bonne concordance.
Dans les cas 1, 2 et 3, qui ont la meˆme porosite´ mais des angles de dilatation diffe´rents, les charges
limites des cas associe´s et non associe´s ont, comme pre´vu, quasiment les meˆmes valeurs (Voir Fig.1,
σex est la contrainte a` la frontie`re exte´rieure, et din le de´placement a` la frontie`re inte´rieure).
(a) Compression (b) Tension
Figure 1 – Comparaison du cas associe´ et non associe´ avec la porosite´ f = 0.2002
Enfin, les cas 4 et 5 ont e´te´ e´tudie´s pour tester la sensibilite´ a` la porosite´ (Voir Fig.2). Les re´sultats
sont e´galement visualise´s aux Table.1. On constate que la charge limite d’une sphe`re creuse n’est pas
influence´e par ce parame`tre.
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(a) Compression (b) Tension
Figure 2 – Comparaison du cas associe´ et non associe´ avec la porosite´ f = 0.3008
5 Conclusions
Contrairement a` ce que l’on observe dans d’autres proble`mes, dans celui de la sphe`re creuse charge´e
hydrostatiquement, la charge limite et le champ de contraintes a` la ruine pour le cas non associe´ sont
les meˆmes que pour le cas associe´ correspondant. Ce fait peut a` premie`re vue paraˆıtre paradoxal.
Le point cle´ est la condition forte de syme´trie centrale qui est tre`s restrictive et qui empeˆche des
discontinuite´s de champs ge´ne´ralement permises par la me´canique des milieux continus. Donc seule
peut exister la solution comple`te avec un re´gime plastique unique et la charge limite est ne´cessairement
identique a` celle du cas associe´.
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